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УРАВНЕНИЕ АБЕЛЯ И НУЛИ ПОТЕНЦИАЛА  
КОСМОЛОГИЧЕСКОГО СКАЛЯРНОГО ПОЛЯ 

Предложен новый аналитический метод, позволяющий элементар-
ным образом строить решения, описывающие динамику вселенной в ок-
рестности нулей потенциала космологического скалярного поля V(). 

This article presents a new simple analytical method that makes it possi-
ble to design solutions in describing the dynamics of the universe near the ze-
roes of the scalar field potential. 
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Одной из самых важных моделей современной космологии по пра-
ву считается модель Фридмана — Робертсона — Уокера — Леметра, 
описывающая однородную изотропную вселенную с одноименной мет-
рикой. В случае пространственно-плоской вселенной, заполненной ска-
лярным полем , модель описывается следующей системой уравнений: 
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где    (t) — скалярное поле; V  V( ) — потенциал скалярного поля; 
а  a(t) — масштабный фактор; aaH   — параметр Хаббла, а точка 
обозначает производную по времени.  

Основная задача исследователей заключается в решении системы 
(1) при заданном виде потенциала V(). К сожалению, поскольку (1) 
представляет собой систему нелинейных дифференциальных уравне-
ний, нахождение ее решений даже для простейших потенциалов пред-
ставляет собой нетривиальную математическую проблему. Более того, 
для физически важных задач типа моделей со свободным массивным 
полем (V = m22/2) или моделей с самодействием (V = 4/4) уравнения 
(1) и вовсе оказываются неинтегрируемыми. Все это приводит к необ-
ходимости разрабатывать принципиально новые подходы к исследова-
нию системы (1). Один из таких подходов — метод сведения системы (1) 
к уравнению Абеля первого рода [1—3], основанный на методе супер-
потенциала (см. [4—8]). Здесь под суперпотенциалом подразумевается 
полная плотность энергии скалярного поля W [9]: 
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Легко убедиться, что заданная таким образом функция W связана с 
остальными космологическими параметрами (, H) посредством сле-
дующих формул: 
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где штрих обозначает производную по .  
Таким образом, зная функцию W, из дифференциального уравне-

ния с разделяющимися переменными (3) легко найти зависимость меж-
ду  и t, которая, будучи подставлена в (4), позволит установить вид 
функции H(t), а следовательно, и a(t). Для того чтобы замкнуть нашу 
систему уравнений, осталось лишь установить связь между суперпо-
тенциалом W и потенциалом V. Такая связь была установлена в [2] в 
виде следующей теоремы. 

Теорема 1. Пусть  PMx /34 ,   ln V,    1. Для заданного по-
тенциала V() соответствующий суперпотенциал W  W(x, C) имеет вид: 
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где y  y(x, C) ≠ ±1 — общее решение следующего уравнения Абеля пер-
вого рода: 

   yyy   1
2
1 2 . (6) 

При этом особый случай V ≡ 0 соответствует решению у  ± 1 и приво-
дит к суперпотенциалу W вида: 

 xCeW  . (7) 

Данная теорема оказалась чрезвычайно удобным инструментом 
для исследования свойств решений космологических уравнений (1), в 
частности при изучении инфляционных режимов в ранних вселенных 
для неинтегрируемых моделей V  m22/2, V  4/4, а также для обоб-
щенной модели V  m22/2  4/4 [3]. 

В настоящей работе нас будет интересовать обобщение второй час-
ти утверждения теоремы 1: мы будем искать вопрос о том, как должно 
выглядеть общее решение уравнения (6), если дифференцируемая 
функция V(x) обращается в ноль, но только в одной точке x  xс 1. Зада-
ча осложняется тем, что в пределе x → xc значения функций  и  
стремятся к –  то, и поэтому результат интегрирования будет зависеть 
от того, какое значение в точке xc примет у. Всего возможны два случая: 
y(xc) ≠ 0 и y(xc)  0. Рассмотрим их по порядку. 

                                                           
1 Разумеется, все нижеприведенные рассуждения могут быть обобщены на 
случай потенциала V(x), имеющего не более чем счетное число корней. 
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Случай 1: y(xc) ≠ 0. 
Пусть y(xc) ≠ yc  0. Легко видеть, что в этом случае существует такое 

  0, что для всех x, удовлетворяющих условию x  xc  , справедливо 
соотношение 

 (x)y(x)  1.  

Это означает, что для всех x, лежащих в -окрестности точки xc, 
уравнение (6) может быть переписано как 

    yxyy  1
2
1 2 . (8) 

Уравнение (8) элементарно интегрируется в явном виде: 
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  — константа интегрирования; знак «»  или «» под 

корнем выбирается исходя из начальных условий, причем при интег-
рировании мы учитываем, что физически корректные начальные усло-
вия имеют вид y(x0)  y0, где y0  1, если V(x0)  0, и y0  1, если V(x0)   0. 
Принимая во внимание, что в пределе при x → xc точное решение 
уравнения Абеля должно стремиться к приближенному, из (9), (3) и (5) 
получаем: 
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где для   знак перед корнем определяется выбором знака параметра 
Хаббла, а знак под корнем соответствует выбору знака под корнем в 
решении уравнения Абеля. 

Заметим, что если потенциал сохраняет свой знак при переходе че-
рез точку x  xc, то пределы слева и справа от xc будут одинаковы. Если 
потенциал знак меняет, то суперпотенциал и его производная терпят 
разрыв первого рода, а  имеет действительный предел с одной сторо-
ны и мнимый с другой, и это приводит к тому, что все космологические 
параметры становятся комплексными. Данный результат означает одно 
из двух: либо меняющие знак потенциалы не являются физически до-
пустимыми, либо следует предположить, что для выполнения условия 
физичности нашего решения в точке x  xc необходимо сшить две ветви 
решений уравнения Абеля — y1 и y1 — так, чтобы слева и справа 
пределы W, W и   были одинаковы. Из этого условия, зная постоян-
ную интегрирования в одном из решений, можно однозначно полу-
чить постоянную интегрирования для выбора второго решения для 
сшивки. 
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Случай 2: y(xc)  0. 
Поскольку, по предположению, y(x) является непрерывной функ-

цией, должно существовать такое   0 для всех x, удовлетворяющих ус-
ловию x  xc  , и будет справедливо соотношение y(x)  1. Следова-
тельно, для всех x, лежащих в -окрестности точки xc, уравнение (6) мо-
жет быть переписано как 

  yy  
2
1

. (11) 

Уравнение (11) представляет собой линейное дифференциальное 
уравнение первого порядка. Для упрощения дальнейших рассужде-
ний, добавим начальное условие y(x0)  y0, где x0 ≠ xc2, причем началь-
ное условие y0  1 физически допустимо, только если V(x0)  0. Реше-
нием получившейся задачи Коши будет функция 
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где    
 0xV
xV

xU  . 

Требование y(xc)  0 означает, что должно выполняться условие 

   cx

x
dUy

020 
. (13) 

Обратим внимание, что, согласно (10), для решения (12) с началь-
ным условием (13)   0cx . Более того, вид соответствующих космоло-
гических переменных ((t), H(t), a(t)) устанавливается прямой подста-
новкой (12) в (5), (3) и (4) и требует решения одного (!) дифференци-
ального уравнения с разделяющимися переменными (3). 

В качестве иллюстрации рассмотрим пример простейшего потен-
циала с одним нулем: 

   ,cxxxV   cxx  , cxx  . (14) 

Прямой подстановкой в (13) (положив для простоты x0 = 0) получа-
ем выражение: 
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откуда, приняв во внимание требование y  1 для всех x, близких к xc, 
мы сразу приходим к условию 

 cxy
30


 .  

                                                           
2 Если V(x) имеет более одного нуля, следует выбирать точку x0, лежа-
щую в интервале  cc xxx ;~ , где cx~  — ближайший к xc корень уравне-
ния V(x)  0. 
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В итоге имеем следующее решение: 

    cxxxy 
3


. (15) 

Подставив (15) в (12), а затем в (5), (3) и (4), а также приняв во внима-

ние то, что масштабный фактор   
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В заключение имеет смысл сказать несколько слов о погрешности 
изложенного метода. Поскольку для одновременного выполнения ус-
ловий V(xc)  0 и y(xc)  0 при приближении к точке xc решение уравне-
ния (6) должно сходиться к y, то переход от приближенного уравнения 
(11) к точному уравнению (6) должен привести к небольшой коррекции 
величины y0, то есть она будет равна 
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где  — это поправка, зависящая от величины |y0|. 
Для того чтобы оценить величину этой поправки, можно рассмот-

реть следующее приближение 2-го порядка: 

  yyy  2~1~ ; 1~ y ;   0~ cxy . (16) 

Поскольку (16) — уравнение с разделяющимися переменными, 
приходим к решению вида: 
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а значит, решение в явном виде выглядит так: 
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где константа C будет 
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Из (18) видно, что 0~ y , когда y → 0, только если C = 1. Согласно 
(19), это эквивалентно условию 
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Условие (20) можно переписать через гиперболический тангенс3: 

 00 tanh~ yy  . (21) 

Вспомним, что y0 близка к нулю (по предположению!), а значит (со-
гласно разложению tanh в ряд Тейлора), 

   0
5
0

3
000 3

1~ yyOyyy  , (22) 

что и требовалось доказать. 
Таким образом, мы показали, что для всех у0, близких к нулю, иско-

мая поправка 00
~yy   является малой величиной 3-го порядка и 

может быть вычислена как 
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